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CALCULO NUMERICO I (SEGUNDO PARCIAL)
UNIDAD DIDACTICA IV. Resolución aproximada de ecuaciones.

Otro de los problemas matemáticos que suelen aparecer con mas frecuencia en la practica es la resolución de una ecuación f(x)=0, es decir, el calculo del valor o valores de x para los cuales se verifica f(x)=0.

Problema : Dada una función f continua f :I ( R. Hallar los valores de x tales que f(x)=0.

Graficamente : Consiste en hallar las interseccion de y=f(x) con el eje x.

[image: image1.png]



Problema global : Cosiste en aislar las raices (si existen) : es decir, buscar intervalos [a1,b1],[a2,b2]...., en los que existe uno y solo un cero.

Problema local : Una vez aislada la raiz, aproximarla con una precision fijada. Una vez obtenida la aproximacion requerida, podria ocurrir que :



1.- f(x) difiera considerablemente de 0.



2.- f(x) este en un intervalo alrededor de x.

Como aislar un cero :
.- Si hallamos [a,b] tal que f(a)f(b)<0 entonces f tendra un cero en [
a,b].

.- Si f es derivable y f’ tiene signo constante en [a,b] entonces el cero sera unico (pero esto no es valido     para  cuando el cero es doble)

Procedimientos iterativos. Teorema de la Aplicación Contractiva.

Teorema : Sea F :X ( X (X espacio metrico completo) verificando que :  K , 0[image: image2.wmf]£

K<1 tal que  x,y X, la distacia d(F(x),F(y)) [image: image3.wmf]£

 K d(x,y).  Entonces x0 [a,b] tal que x0=F(x0).

Utilización del teorema de la Aplicación Contractiva

Buscamos la solución del problema : x =F(x), s F es contractiva cerca de la solución, tomando x1 cerca de la solución, la sucesión : x n+1 =F(x) converge a la solución.

.- La situación mas frecuente es la que vamos a usar el teorema de la Aplicación   Contractiva es un intervalo cerrado X= [a,b]


F :[a,b] ( [a,b] C1 y que verifica que x a,b] : | F’(x) | < K<1

Por el teorema del valor medio | F(x)- F(y)|=|F’’( )| |x-y| < k|x-y|
METODO DE LA DIVISION DEL INTERVALO EN MITADES
El primer procedimiento numérico que se estudiara es el de dividir el intervalo en mitades. (Conocido como método de bisección, de Bolzano, bipartición, o dicotomía) Considérese la cubica f(x)=x3+x2-3x-3=0. En x=1 f tiene el valor -4. En x=2, f tiene el valor de +3. Como la función es continua, es obvio que el cambio de signo de la función entre x=1 y x=2 garantiza al menos una raíz en el intervalo (1,2).  Supóngase ahora que se evalúa la función en x=1.5 y se compara el resultado de la función  en x=1 y x=2. Puesto que la función cambia de signo entre x=1.5 y x=2, una raíz cae dentro de estos valores. Se puede obviamente continuar este sacando mitades de intervalo para determinar intervalos cada vez mas pequeños dentro de los  cuales esta una raíz. 




Algoritmo del método de división en mitades (método de bisección)
Para determinar una raíz de f(x)=0, que se precisa dentro de un valor de tolerancia especificado, dados los valores de x1 y x2 tales que f(x1 )y f(x2 ) sean del signo opuesto.

DO WHILE ½ |x1 - x2 |[image: image4.wmf]³

 valor de tolerancia,



Hacer x3=(x1+x2)/2



IF f(x3) es de signo opuesto a f(x1) : Hacer x2=x3. 


ELSE Hacer x1=x3.



END IF



END ELSE


END DO

El valor de x3 se aproxima a la raíz. El método puede dar una raíz falsa si f(x) es discontinua en [x1,x2]

Aplicado esto a nuestro ejemplo.
Método de bisección para f(x)= x3+x2-3x-3=0

Pasos
x1
x2
x3

f(x1)

f(x2)

f(x3)

Error
1
1
2
1.5

-4.0

3.0

-1.875

0.5

2
1.5
2
1.75

-1.875

3.0

0.17187

0.25

3
1.5
1.75
1.625

-1.875

0.17187

-0.94335

0.125

4
1.625
1.75
1.6875

-0.94335

0.17187

0.40942

0.0625

5
1.6875
1.75
1.71875

-0.40942

0.17187

-0.12478

0.03125

6
1.71875
1.75
1.73437

-0.12478

0.17187

0.02198

0.01562
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.
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Obsérvese que si la función es discontinua, f(x) puede cambiar de signo, sin tener una raíz en el intervalo. Las funciones desconocidas deben ser examinadas para comprobar  su continuidad  antes de entrar a evaluar sus raíces.

Ejemplo : Método de bisección  del intervalo para f(x)=ex - 3x 

Pasos
x1
x2
x3

f(x1)

f(x2)

f(x3)

Error
1
1.0
2.0
1.5

-0.28172

1.389006

-0.01813

0.5

2
1.5
2.0
1.75

-0.01831

1.38906

0.50460

0.25

3
1.5
1.75
1.625

-0.01831

0.50460

0.20342

0.125

4
1.5
1.625
1.5625

-0.01813

0.20342

0.08323

0.0625

5
1.5
1.5625
1.53125

-0.01813

0.08323

0.03020

0.03125

6
1.5
1.53125
1.51562

-0.01831

0.03020

0.00539

0.01562

.
.
.
.

.

.

.

.

· 
METODO DE LA INTERPOLACION LINEAL
El método de la división del intervalo en mitades es fácil y tiene un error de análisis sencillo, sin embargo, no es muy eficiente. Para la mayoría de las funciones, podemos mejorar la tasa o rapidez a la cual converge la raíz. Uno de estos métodos , es el método de interpolación lineal ( también llamado método de falsa posición, o regula  falsi). Supóngase que la función es lineal sobre el intervalo (x1,x2) en donde f(x1) y f(x2) son de signo opuesto.

Consideremos la función f(x)=x3+x2-3x-3=0

Método de la interpolación lineal (método de regula falsi)

Para determinar una raíz de f(x)=0, dados los valores de x1, y x2, tales que f(x1) y f(x2) sean de signo opuesto.

DO WHILE |x2-x1| 
 valor de tolerancia 1, o |f(x3)| 
 valor de tolerancia 2,



Sean x3=x2-f(x2) x2-x1 / f(x2)-f(x1)     



IF f(x3) es de signo opuesto a f(x1) : hacer x2 = x3.



ELSE hacer x1=x3.



END  IF


END DO


El valor de x3 se aproxima a la raíz. El método puede dar una raíz falsa si f(x) es discontinua en [x1,x2]

Aplicado esto a nuestro ejemplo queda :
Método de la interpolación lineal para f(x)= x3+x2-3x-3=0

Pasos
x1

x2
x3

f(x1)

f(x2)

f(x3)
1
1.0

2.0
1.57142

-4.0

3.0

-1.36449

2
1.57142

2.0
1.70540

-1.36449

3.0

-0.24784

3
1.70540

2.0
1.72788

-0.24784

3.0

-0.03936

4
1.72788

2.0
1.73140

-0.03936

3.0

-0.00615

5
1.73140

2.0
1.73194
La tabla da a conocer una seria falla del método de la interpolación : El criterio de la raíz es unilateral. Si f(x) tiene una curvatura significativa  entre x1 y x2, esto puede ser muy dañino a la velocidad con la cual se aproxima a la raíz. Un remedio para esto es el método de Interpolación Lineal Modificada.
Método de la interpolación lineal modificada
Para determinar una raíz de f(x)=0, dados los valores de x1, y x2, tales que f(x1) y f(x2) sean de signo opuesto.


Hacer SAVE = f(x1) ; sea F1 = f(x1) ; sea F2 = f(x2).

DO WHILE |x1-x2|
 valor de tolerancia 1,o |f(x3)| 
 valor de tolerancia 2,



Hacer x3=x2-F2 (x2-x1) / F2 - F1     



IF f(x3) es de signo opuesto a F1 : hacer x2 = x3 ; hacer F2= f(x3)



IF f(x3) es del mismo sigo de SAVE : Hacer F1= F1/2.




END IF



ELSE hacer x1=x3 ; hacer F1= f(x3) ;




IF f(x3) es del mismo signo de SAVE : Hacer F2 = F2/2.




END IF



END  IF



Hacer SAVE = f(x3)
END DO.

El método de la interpolación lineal modificada converge mas rápidamente que el método de interpolación lineal.

Método de interpolación lineal modificada para f(x)= x3+x2-3x-3=0
Pasos
x1
x2
x3

f(x1)

f(x2)

f(x3)

SAVE

1
1.0
2.0
1.57142

-4.0

3.0

-1.3449

-4.0

2
1.57142
2.0
1.77557

-1.36449

1.5

0.42369

-1.3644

3
1.57142
1.77557
1.72720

-1.36449

0.42369

-0.04576

0.42369

4
1.72720
1.77557
1.73191

-0.04576

0.42369

-1.332 x 10-3
-0.04576

5
1.73191
1.77557
1.732183

-1.332 x 10-3
0.21184

Hay otra forma de mejorar el método de la interpolación lineal. En lugar de requerir que la función tenga signos opuestos en los dos valores utilizados para la interpolación, se pueden escoger los dos valores mas cercanos a la raíz, e interpolar o extrapolar a partir de estos. De ordinario los valores mas cercanos a la raíz serán los dos últimos valores calculados. Este método se conoce con el nombre de método de la secante.
Método de la secante para f(x)= x3+x2-3x-3=0

Pasos
x1
x2
x3

f(x1)

f(x2)

f(x3)


1
1.0
2.0
1.57142

-4.0

3.0

-1.36449

2
2.0
1.57142
1.70540

3.0

-1.36449

-0.24784

3
1.57142
1.70540
1.73513

-1.36449

-024784

0.02920

4
1.70540
1.73513
1.73199

-024784

0.02920

-0.0005755

5
1.73513
1.73199
1.73205

Los métodos basados en la interpolación lineal, no están limitados a los polinomios.

Comparación de los método para encontrar raíces de f(x)= 3x + sen x - ex=0
Bisección

I. Lineal


Pasos  
x3
 f(x3)

x3
f(x3)

1
05
0.330704

0.47099 
0.265160



2
0.25
-0.286621

0.372277
0.029533

3
0.375
0.36281

0.361598
2.94 x 10-3
4
0.3125
-0.12899

0.360538
2.90 x 10-4


5
0.34375
-0.041956

0.364334
2.93 x 10-5

I.L. Modificada

Secante


Pasos  
x3
  f(x3)

x3
f(x3)
1
0.470990
0.2065160

0.470990
0.265160

2
0372277
0.029533

0.372277
0.029533

3
0.351514
-0.022356

0.359904
-1.29 x 10-3
4
0.360727
7.64 x 10-4

0.360424
5.53 x 10-6

5
0.360422
1.80 x 10-6

0.360421
2.13 x 10-7 

METODO DE NEWTON-RAPHSON
Comenzando  a partir de una estimación inicial que esta lejos de la raíz, x1, se extrapola a los largo de la tangente hasta su  intersección con el eje x, y se le toma esa como la siguiente aproximación. Esto se continua hasta que los valores sucesivos de x están lo suficientemente cercanos, o el valor de la función sea lo suficientemente próximo a 0. El algoritmo de Newton se usa ampliamente debido a que, al menos en la vecindad cercana a la de la raíz, converge mas ampliamente que cualquiera de los métodos estudiados hasta aquí. Este método es cuadraticamente convergente, es decir , que el error en cada paso se aproxima  proporcionalmente al cuadrado del error del paso anterior.

Método de Newton - Raphson

Para determinar una raíz de f(x)=0, dado un valor x1, que este razonablemente cercano a la raíz.


DO WHILE |x2-x1|
 valor de tolerancia 1, o | f(x2)| 
 valor de tolerancia 2 o f’(x1) 0



Hacer  x2=x1 -f(x1)/f’(x1)


Hacer  x1 =x2.


END DO

El método puede converger a una raíz diferente de la esperada o diferir si el valor de inicio no esta suficientemente cercano a la raíz

Método de Newton - Raphson  para encontrar raíces de f(x)= 3x + sen x - ex=0

f(x)= 3x + sen x -ex =0

f’(x)=3 + cos x - ex =0

Si comenzamos con x1= 0.0, tenemos

x2=x1 - f(x1)/f’(x1)=0.0- (-1.0/3.0)= 0.33333 ;

x3=x2 - f(x2)/f’(x2)=0.333 - (-0.06841/2.54934)=0.36017 ;

x4=x3 - f(x3)/f’(x3)=0.36017 - (-6.279 x 10-4/2.50226)=0.3604217

Comparando estos resultados, con los de la tabla anterior, vemos que el método de Newton converge mas rápidamente que los métodos anteriores.

Método de Newton para encontrar raíces de f(x)= x3 +x2 - 3x - 3=0

Al aplicar el método de Newton a polinomios, es mas eficiente evaluar f(xn) y f’(xn) por el empleo de la división sintética. Aplicado al polinomio f(x)= x3 +x2 - 3x - 3=0, que tiene raíz x=comenzamos con el valor x=2. Utilizaremos el teorema del residuo para evaluar f(2), y f’(2) como el residuo cuando el polinomio reducido se divide entre (x-2) :


x1=2

1
1
-3
-3




2
6
6




1
3
3
3( residuo =f(2)





2
10
  




1
5
13   
  (residuo = f’(2)
x2= 2 - 3/13=1.76923...


x2= 1.76923...
1
1
-3
-3





1.76923
4.8994
3.36048



1
2.7692
1.8994
0.36048





1.76923
8.02957



1
4.53846
9.92897

x3=1.76923 - 0.36048/ 9.92898 =1.73292


Similarmente x4=1.73292 - 0.36048/9.92897 =1.73205

Teorema : Sea f de clase C2 [a,b] con [a,b] verificando las siguientes condiciones :

i)  f(a)f(b)<0

ii)  f’(x) 0 x [a,b]

iii)  f’’(x) no cambia el signo en [a,b]

iv)  max {|f(a)/f’(a)|,| f(b)/f’(b)|} 
b - a

Entonces existe una única raíz de f(x)=0 en [a,b], y la sucesión {xn}n =0 obtenida mediante el método de Newton converge hacia s para cualquier valor inicial x0 en [a,b]. Si f  C3[a,b], la convergencia es cuadratica.

Cuando  el calculo de f’(x n), es complicado, podemos hacer f’(xn)f’(x0)
Método de Whittaker : Es igual que el de Newton, lo único que la pendiente(m) es arbitraria, es decir no la da la recta. f(x)=x-f(x)/m.
USO DE LA FORMA x = g(x)

También conocido como método de iteración. Se comienza con la ecuación f(x)=0, y se reorganiza en una expresión equivalente de la forma x  =g(x), de manera que f(r)=0,  r =g(r)

Consideremos un ejemplo sencillo f(x)= x2 -2x -3 =0 que tiene raíces x=3, y x=-1. Reordenando , obtenemos x = x +3, de manera que g(x)=x +3. Comenzando con x1 = 4 se obtiene


x2=

x3=  9.632 = 3.104
x4=9.208=3.034


x5=  9.068=3.011
x6=  9.022 =3.004

La ecuación  f(x)= x2 -2x -3 =0 puede ser reordenada de otras formas. Por ejemplo x=3/(x-2). Si x1=4 tenemos que x2=1.5, x3=-6, x4=-0.375 ,x5=-1.263, x6=-0.919, x7=-1.028. Obsérvese que esto converge a la raíz x=-1.

Otra reordenación seria x=x2-3/2. Si x1=4, tenemos que x2=6.5, x3=19.635, x4=191.0, que obviamente converge.

Método de iteración con la forma x= g(x)

Para determinar la raíz de f(x) = 0 dado un valor inicial x1, razonablemente cercano a la raíz. reordenese la ecuación a una forma equivalente x =g(x)


DO WHILE |x2-x1|
 valor de tolerancia,



Hacer x2=g(x1)



Hacer x1=x2.


END DO

El método puede converger a una raíz diferente de la esperada o puede divergir. Diferentes reordenaciones convergirán a tasas diferentes.

Aceleración de Aitken
Una forma diferente es útil para evitar el problema de redondeo que ocurre cuando se están restando números de casi la misma magnitud. Se define :



xi=xi+1 - xi


 2=xi)
El esquema de aceleración se hace r = x n -(x n )2/  2x n
Aplicando esto al ejemplo f(x)=x2 -2x -3 =0 ;


xn+1= 2xn+3,  
x1=4

x

x
 2x

x1=4.0




x2=3.316
0.684


x3=3.104
0.212
0.472
El estimado acelerado es r =4.0-(0.684)2/0.472 = 3.009

METODO DE BAIRSTOW PARA FACTORES CUADRATICOS

Para los polinomios, las raíces complejas ocurren en pares conjugados si todos los coeficientes son valores reales. Para eso extraemos los factores cudraticos, que son los productos de los pares de raíces complejas ; se puede evitar la aritmética compleja debido a que tales factores cudraticos tienen coeficientes reales. Primero se desarrolla el algoritmo para la división sintética o un polinomio de ensayo x2-rx-s, el cual esperamos este cerca del factor deseado del polinomio.

Método de Bairstow
Para determinar el factor cuadratico , x2-rx -s del polinomio de n-ésimo grado a3x n+a4x n-1+..+an+2x+an+3 

se escogen coeficientes iniciales R y S del factor cuadratico, entonces :

Hacer B(1) = 0, B(2)=0, C(1) = 0, C(2) =0

DO WHILE DELR 
 valor de tolerancia, 



    DELS 
 valor de tolerancia


 DO FOR J =3 a n + 3pasol ,

Sea B(J) = A(J) + R * B(J - 1) + S * B(J - 2).

Sea C(J) = B(J) + R * C(J - 1) + S * C(J -2).

Sea DENOM = C(N + 1)*C(N + 1) - C(N + 2) * C(N).



IF  DENOM= 0 :




Sea R = R + 1.




Sea S = S + 1.



Repítase desde el principio

ENDIF.


      Sea DELR =[-B(N + 2) * C(N + 1) + B(N + 3)*C(N)]/DENOM 


      Sea DELS = [-C(N + 1) * B(N + 3) + C(N + 2)*B(N+2)]/DENOM


      Sea R = R + DELR.


      Sea S = S + DELS.

END DO.

END DO.

Tenemos que Pn=a1xn+a2xn-1+...+an+1=(x2-rx-s)Qn-2(x)+residuo =


            =(x2-rx-s)(b1xn-2+b2xn-3+..+bn-2+bn-1)+bn(x-r)+bn+1.

Multiplicando e igualando los coeficientes de las potencias de los x, se obtiene






a1=b1


a2=b2-rb1

a3=b3-rb2-sb1

a4=b4-rb3-sb2


.
an=bn-rbn-1-sbn-2

an+1=bn+1-rbn-sbn-1
r y s son otras fórmulas a tener en cuenta.
 

Método de Bairstow para x4-1.1x3+2.3x2+0.5x+3.3=0

Utilizamos x2+x+1 como factor de inicio (r=-1, s=-1)(Con frecuencia se usan r=s=0, cuando no se tiene información acerca de un factor aproximado). Las ecuaciones anteriores conducen al esquema doble de división sintética como sigue :



a1
a2
a3
a4
a5



1
-1.1
2.3
0.5
3.3

r=-1


-1.0
2.1
-3.4
0.8 

s=-1


-----
-1.0
2.1
-3.4








1
-2.1
3.4
-0.8 bn
0.7 bn+1 



-1.0
3.1
-5.5 




-----
-1.0
3.1
      .                    



1
-3.1
5.5
-3.2





cn-2
cn-1
cn
r=-1+0.11=-0.89

s=-1-0.06=-1.06

a1
a2
a3
a4
a5



1
-1.1
2.3
0.5
3.3

r=-0.89


-0.89
1.77
-2.68
0.06

s=-1.06


-----
-1.06
2.11
-3.17







1
-1.99
3.01
-0.07 bn
0.17 bn+1



-0.89
2.56
-4.01




-----
-1.06
3.05
      .                    



1
-2.88
4.51
-1.03





cn-2
cn-1
cn
r=-089-0.010=-0.900
s=-1.06-0.040=-1.100

Los factores exactos son (x2+0.9x+1.1)(x2-2x+3)

OTROS METODOS

Método de Graeffe
Con este método se encuentran todas las raíces de un polinomio directamente a partir de sus coeficientes sin requerir de valores de iniciales. Esta basado, en el hecho de que las raíces son todas diferentes y están ampliamente separados, entonces para el polinomio




Pn(x)=a1xn+a2xn-1+...+anx+an+1
Las raíces vienen dadas por


r1=-a2/a1 ;
r2=-a3/a2
;
......
rn=-an+1/an
Método de Muller
Es un método de interpolación que utiliza interpolación cuadratica. Se hace que un polinomio de segundo grado encaje en tres puntos cercanos a la raíz [x0,f(x0)], [x1,f(x1)], [x2,f(x2)], utilizando la formula cuadratica, se usa el cero de esta cudratura como el estimado mejorando la raíz.

Sea la ecuación cuadratica av2+bv+c. Se simplifica el desarrollo si se transforman los ejes que pasan a través del punto medio, haciendo que v =x-x0
Sea h1=x1-x0 y h2=x0-x3. Se evalúan los coeficientes calculando p2(v) en los tres puntos :



v=0
a(0)2+b(0)+c=f0


v=h1
ah12+bh1+c=f1



v=-h2
ah22+bh2+c=f2

De la primera ecuación, c =f0.Haciendo que h2/h1= , se puede resolver las otras dos ecuaciones para a y b :


a=f1-f0(1+ )+f2/ h12(1+ )

b=f1-f0-ah12/h1
Después de calcular a,b,c, encontramos la raíz de av2+bv+c=0 por medio de la formula cuadratica, escogiendo la raíz mas cercana al punto medio x0. Este valor es



Raíz = x0- 2c/bb2-4ac

Método de Muller para f(x)=sen x -x /2 cerca de x=2.0


Sea x0=2.0

f(x0)=-0.09070
h1=0.2


       x1=2.2

f(x1)=-0.29150
h2=0.2


       x2=1.8

f(x2)=0.07385
 =1.0

Entonces a=(1.0)(-0.29150)-(-0.09070)(2.0)+0.07385  =-0.45312




(1.0)(0.2)2(2.0)



   b=-0.2915-(-0.09070)-(-0.45312)(0.2)2 = -0.91338




0.2


   c= -0.09070

Y raíz = 2.0 - 


2(-0.09070)
                  =1.89526



-0.91338- (0.9133)2-4(-0.45312)(-0.09070)
Para la siguiente iteración
Sea x0=1.89526

f(x0)= 1.9184 x 10-4
h1=0.10474


       x1=2.0

f(x1)=-0.09070

h2=0.09526


       x2=1.8

f(x2)=0.07385

 =0.9095

Entonces a=(0.9095)(-0.09070)-(1.9184 x 10-4)(1.9095)+0.07385 =-0.47280




 (0.9095)(0.10474)2(1.9095)


   b=-0.09070-1.9184 x 10-4-(-0.47280)(0.10474)2 = -0.81826





0.10474


   c= 1.9184 x 10-4
Y raíz = 1.89526 - 

2(1.9184 x 10-4)
                           =1.895494





   -0.81826- (0.81826)2-4(-0.47280)(1.9184 x 10-4)

Después de la segunda iteración, la precisión de la raíz es hasta siete dígitos significativos.

Método de Steffensen : A partir de x0 se calculan x1=g(x0), x2=g(x1)=g(g(x0)). Con ellos se calculan x’0 mediante la formula de Aitken anteriormente dada, y después x’1=g(x’0),x’2=g(x’1)=g(g(x’0))

A continuación, x0’’ mediante la formula de Aitken en la forma



luego x’’1=g(x’’0),x’’2=g(x’’1) y así sucesivamente.

INTERPOLACION INVERSA

Supóngase que se tiene una tabla de datos como la siguiente :

x
y
y
2y
3y
4y
1.6
2.3756


1.9
3.2682
0.8926


2.2        4.4571
1.1889
0.2963

2.5
6.0502
1.5931
0.4042
0.1079


2.8
8.1919
2.1417
0.5486
0.1444
0.0365

Se quiere encontrar el valor x correspondiente a cierto valor de la función, digamos en y=5.0. Se tienen dos criterios. Se puede considerar a las y como la variable independiente e interpolar para x con el polinomio de Lagrange. Haciendo esto da x=2.312. Otro método es escribir a y como un polinomio, y luego utilizar los métodos anteriormente definidos.

RESOLUCIÓN DE SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES

Método de Newton
Se puede escribir el método de Newton para un sistema de n ecuaciones de la forma :


0=(f1)+(f1)x (r-x0)+(f1)y (s - yo)+(f1)z (t-z0) + ....

0=(f2)+(f2)x (r-x0)+(f2)y (s - yo)+(f2)z (t-z0) + ....

...


0=(fn)+(fn)x (r-x0)+(fn)y (s - yo)+(fn)z (t-z0) + ....

En estas ecuaciones cada función es evaluada en la raíz  aproximada (x0,y0,z0..). Las incógnitas se mejoran en cada variables estimada (r-x0),(s-y0),(t-z0),...

Cuando se tiene que resolver un gran sistema de ecuaciones no lineales, con frecuencia se utiliza una modificación al método de Newton. Converge menos que cuadraticamente pero de ordinario lo hace mas rápido que linealmente. También puede divergir a menos que se comience muy cerca de una raíz. En este método se utilizan las ecuaciones mas sencillas :







Ejemplo :

f(x,y)=4-x2-y2=0,
fx(x,y)=-2x

g(x,y)=1-ex-y=0, gx(x,y)=-1
Comenzando con x0=1, y0=-1.7, se obtiene

x1=1-(0.11/-2)=1.005


y1=-1.7-(-0.0183/-1)=-1.7183

x2=1.005-(-0.0655/-2.110)=1.023

y2=-1.7183-(-0.1536/-1)=-1.8719

x3=1.023-(-0.5505/-2.046)=0.754

y3=-1.8719-(0.0903/-1)=-1.7815

x4=0754-(0.2577/-1.508)=0.925

y4=-1.7815-(0.6560/-1)=-1.1255

ACOTACION DE RAICES

Teorema (Newton) :  Si  para  x=c>0  el  polinomio  P(x)  y  todas sus derivadas P’(x),P’’(x),___,P( n) son no negativas 

Pk(c) 
0 ;(k=0,1,2,...,n) y P(n)(c)=n ! a0>0, entonces R=c puede tomarse como la frontera superior de las raíces positivas de la ecuación P(x)=0.

Ejemplo : P(x)=2x5-100x2+2x-1=0

Tenemos P’(x)=10x4-200x+2 
P’’(x)=40x3-200

P’’’(x)=120x2

Piv(x)=240x
Pv(x)=240

Evidentemente P’’’(x)>0, Piv(x)>0, Pv(x)>0,para x>0. Tenemos P’’(x)=40(x3-5)>0 para x
2. Supondremos c1=c2=c3=2. Ya que P’(2)=10*16-200*2+2<0 determinaremos el signo del numero P’(3)=10*81-200*3+2>0. Podemos tomar c4=3. Tendremos P(3)=2*243-100*9+2*3-1<0 y por lo tanto calcularemos P(4)=2*1024-100*16+2*4>0. De este modo c5=4, y la frontera superior de las raíces positivas de la ecuación dada será R=4.

Teorema de Sturm : Si un polinomio P(x) no tiene raíces múltiples y P(a)0, P(b) 0, el numero de sus raíces reales N(a,b) en el intervalo a<xb es exactamente igual al numero de cambios de signo perdidos en la secuencia de Sturm del polinomio P(x) yendo de x=a a x=b, es es

N(a,b)=N(a)-N(b)

Ejemplo : Determínese el numero de raíces positivas y negativas de la ecuación x4-4x+1=0

La secuencia de Sturm es de la forma 
P(x)=x4-4x+1

P1(x)=x3-1






P2(x)=3x-1

P3(x)=1

De donde N(-)=2,  N(0)=2, N(+ )=0. En consecuencia, la ecuación tiene N+=2-0=0
y  N-=2-2=0, por lo que dos raíces son complejas.

�PÁGINA \# "'Página: '#'�'"  ��]





7
10

_919431507.doc
����������������������������������������������



1







2







1







1







1







2







-







-







-







-







+







-







P







Q







O







M







N







L







P







Q







O







M







N







L







-







-







=







n







n







n







n







n







n







n







n







c







c







c







c







c







b







c







b







r







D
















_919431845.doc
������������������������������������������������

.



.



.



.



.



.



.



.



.



11



0



5



5



2



3



1



3



5



5



5



5



7



0



1



3



8



0



=



P



Q



O



M



N



L



-



-



P



Q



O



M



N



L



-



-



=



r



D










_918367147.doc
�



�
















